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1 Motivation

1.1 Beispiell: Dualzahlen - Dezimalzahlen

Das Rechnen (mit Summe und Prrodukt) von Dualzahlen kann man auf das Rechnen mit Dezimalzahlen
zuriickfithren bzw. reduzieren.

Dazu wird jeder Dualzahl eineindeutig eine Dezimalzahl zugeordnet bzw. dann jedem Term aus Dualzahlen
ein Term aus Dezimalzahlen zugeordnet.

Man kann diese Zuordnung Substitution (subst) nennen, wie z.B:

(100 11 @ 111) <> ((4+3) % 7)

Zum Beispiel ist dann subst(7) = 100

Die Auswertung (Berechnung des Werts) eines Terms aus Dualzahlen kann dann iiber die Auswertung (Be-
rechnung des Werts) des zugehorigen Terms aus Dualzahlen erfolgen.

Dazu definiert man zuerst die Summe add bzw. das Produkt mul zweier Dualzahlen:

b1 add by := subst—!(subst(by) add subst(bs)), also

b1 add by := subst_l(dl add dg)

wobei add die bekannte Addition zweier Dezimalzahlen bedeutet und b; bzw by die zu den Dezimalzahlen
dy bzw. dy zugehorigen Dualzahlen (Binérzahlen) sind.

Umgeformt erinnert das an einen Isomorphismus:

subst(by add by) := subst(by) add subst(by)

Intuitiv wiirde man dann annehmen:

evl(B1) = evl(Bz) < ev2(subst(B1)) = ev2(subst(Ba))

wobei evl die Auswertung eines Terms aus Dualzahlen und ev2 die Auswertung eines Terms aus Dezimal-
zahlen bedeutet.

1.2 Beispiel 2: Matrizen - lineare Abbildungen

2 Das Rechnen (mit Summe und Prrodukt) mit Matrizen kann man auf das Rechnen mit linearen Abbil-
dungen zuriickfithren bzw. reduzieren.

Dazu wird jeder Matrix eineindeutig eine lineare Abbildung zugeordnet bzw. dann jedem Matrizenterm ein
linearer Abbildungsterm zugeordnet.

Man kann diese Zuordnung Substitution (subst) nennen, wie z.B:

(M1 + M2) * M3) <> ((f1 @ f2) @ f3)

Die Auswertung (Berechnung des Werts) eines Matrizenterms kann dann iiber die Auswertung (Berech-
nung des Werts) des zugehorigen Terms aus linearen Abbildungen erfolgen.
Dazu definiert man zuerst die Summe add bzw. das Produkt mul zweier Matrizen:

My add My := subst!(subst(M1) add subst(Ms))

wobei add die bekannte Addition zweier linearer Abbildungen bedeutet.
Umgeformt erinnert das an einen Isomorphismus:

subst(My add Ms) := subst(M1) add subst(Mz)

Intuitiv wiirde man dann annehmen:

evl(MTy) = evl(MT3) < ev2(subst(MT)) = ev2(subst(MTy))

wobei evl die Auswertung eines Matrizenterm und ev2 die Auswertung eines Terms aus linearen Abbildungen
bedeutet.
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Die in diesem Skript verwendeten Begriffe (diese werden hier nochmals kurz erkldrt) beziehen sich auf das
siehe Skript von Prof. Ekkart Kindler (sieche ab Seite 48):
https://umaterialien.de/THEORETISCHEINFORMATIK/Kapitel4d.pdf

2.1 Definitionen

2.1.1 Regelmenge

Eine Menge R C P(X) x X heifit eine Regelmenge iiber X, wobei fir alle (Y, z) € R gilt, dass Y eine endliche
Menge ist. Mit P(X) wird die Potenzmenge von X bezeichnet.

2.1.2 Folgerungsmenge (Ableitungsschritt)

Fiir eine Menge M C X wird die direkte Folgerungsmenge (Konsequenz) wie folgt definiert:
R={zeX|3Y c M (Y,z) € R}

2.1.3 Definition I(R)
Qo=10

Qi1 = E(Qz) firi e N

I(R) :==UpZo @n
bezeichnet die durch die Regelmenge R induktiv definierte Menge.

2.2 Regelinduktion

Sei R eine Menge von Regeln iiber X und P ein Pradikat iiber I(R).

Um zu beweisen, dass fiir alle z € I(R) P(z) gilt, geniigt Folgendes zu zeigen:

1) Induktionsanfang:

Zeige P(x) fiir alle x mit (0,z) € R

2) Induktionsannahme:

Sei ({y1,..-,yn}, ) € R mit n > 1 eine beliebige Regel aus R mit folgenden Eigenschaften:
P(y1),..., P(yn) und y1 € I(R),...,yn € I(R)

Zeige: P(x)

2.3 Definition Konstruktortupel

2.3.1

A ist eine beliebige Menge.

Fy C A mit Fy # () ist eine Menge von 0O-stelligen Funktionen (0-stelligen inneren Verkniipfungen), also
Konstanten aus A

F} ist eine Menge von 1-stelligen Funktionen (1-stelligen inneren Verkniipfungen) f: A — A

F5 ist eine Menge von 2-stelligen Funktionen (2-stelligen inneren Verkniipfungen) f: Ax A — A
F:=FUF U

Dann nennt man (A, F') das Konstruktortupel, das die Regelmenge R(A, F') C P(A) x A erzeugt:

R(A,F) = {(@,a) ‘ a € FQ} @] {({a}, fl(a)) | ac A f1 e Fl} U {({al,ag},fg(al,ag)) | ai,as € A, fo € F2}
Die Elemente von F nennt man auch Konstruktorfunktionen oder Konstruktoren.


https://umaterialien.de/THEORETISCHEINFORMATIK/Kapitel4.pdf
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2.3.2

k sei eine bijektive Abbildung (Korrespondenz, Kopplung) k: F' — G, die jeder n-stelligen Funktion f, € F
genau eine n-stellige Funktion g, € G zuordnet mit:

k(fn) = 0gn

2.3.3

Die Konstruktortupel (A, F') und (B, G) und die Korrespondenz k erzeugen die Regelmenge

R(A,F,B,G,k) C P(Ax B) x (Ax B):

R(AF,B,G, k) :=={(0,(f,k(f)) | f € Fo} U {({(a,0)},(f(a),k(f)(]))) |a€ A, feF} U
{({(a1,01), (az,b2)}, (f(a1, a2), k(f)(b1,b2))) | a1, a2 € A,b1,by € B, f2 € Fa}

Diese Regelmenge erzeugt die induktiv definierte Menge I(A, F, B, G, k)

2.3.4

Das Tupel (A, B, F, G, k) nennt man einen Relationsgenerator fiir die Relation I(A, F, B, G, k).
Ist I(A, F, B,G, k) rechtseindeutig, nennt man das Tupel (A, B, F, G, k) einen Funktionsgenerator von
I(A,F,B,G,k).

2.3.5 Eindeutige Lesbarkeit

I(A, F) ist eindeutig lesbar : <

Fiir alle a € I(A, F) existiert genau eine Regel ({a1,...,ar,},a) € R(A, F') mit genau einer Konstrukorfunk-
tion f, € F mit genau jeweils den Argumenten aq, ...,a,, € A mit a = fy(a1,...,ar,)

Bem: Fiir r, = 0 wird definiert:

{a1,...;ar,} =0 und fo(ai,...,ar,) = fa=a

2.4 Definition Termmenge

OP; ist eine Menge von i-stelligen Funktionszeichen (Operatoren) (0 < i < 2)
Diese sind jeweils paarweise verschieden.

OPs ist eine Menge mit genau einem 2-stelligen Funktionszeichen (S intendiert Skalarmultiplikation) oder
die leere Menge (wenn keine Skalarmultiplikation vorkommt).

V (soll Vektoren intendieren) ist eine beliebige Menge, die auch leer sein kann.
OP :=0PyUOPLUOP,

A:=({(,)} UOP)* (Menge von Zeichenfolgen)

Fy:=0PF,

Fir:={fop: A— A fop(a) = op(a) und op € OP } U

Fy :={fop: Ax A— A foplai,az) = (a1 op az) und op € OP»}

F:=FyUF, U

Die durch R(A, F') induktive definierte Menge I(A, F') heifit eine Termmenge.
II(I(A, F)) := Fy wird auch als Menge der Primterme (Atome) einer Termmenge I(A, F') bezeichnet

2.4.1 Option Skalarmultiplikation

Falls OPg # (), dann wird definiert:

(K, , [-]) ist ein mathematischer Korper.

KT ist - informal beschrieben - die zugehorige Menge aus Termen, die mit Elementen aus {(, ), , [JUK
aufgebaut ist. (formal analog zu dem Beispiel unten mit Zahlenterme)

und es wird festgelegt:

A:=({(,)}UOPUOPsUKT)* (Menge von Zeichenfolgen)

Fs={fit: A— A fir(a) = (kt op a) und kt € KT,a € OPs}

Fy wird wie folgt neu definiert:

Fy:={fop: A— A| fop(a) = op(a) und op € OP,} U Fys
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2.4.2 Lesbarkeit einer Termmenge

Jede Termmenge ist lesbar.

2.4.3 Lemma 1

(A, B, F, G, k) sei ein Relationsgenerator.

1) Fur alle a1, a2,a € A, b1,be,b € B, f € F gilt:

({(a1,b1), ..., (ar,br) }, (f(a1,...,ar), k(f)(b1,...., b)) € R(A, F,B,G, k) =
({a1,...,ar},a) € R(A,F) und ({b1,...,b,},b) € R(B,G)

2.5 Satz 1 (Funktionen erzeugen)

(A, B, F, G, k) sei ein Relationsgenerator.

)

fiir alle a € A, b € B gilt:

(a,b) € I(A,F,B,G,k) = a€I(A,F)und be I(B,G)

2)
Voraussetzungen:
I(A, F) ist eindeutig lesbar.

Behauptung:

2.1) I(A, F, B, G, k) ist rechtseindeutig und

der Definitionsbereich Db(I(A, F, B,G,k)) = I(A, F) und
der Wertebereich Wb(I(A, F,B,G,k)) =1(B,G)

Das bedeutet:

I(A, F, B, G, k) ist rechtseindeutig auf I (A, F, B, G, k) ’I(A P mit Wertebereich Wb(I(A, F, B,G,k)) = I(B,G)
(damit ist (A,F,B,G k) ein Funktionsgenerator von I(A, 7F, B,G,k).

Damit gilt:

I(A,F,B,G,k) : I(A1,F1) — B ist eine Funktion
I(AF)

mit dem Definitionsbereich I (A, F) und dem Wertebereich I(B,G)

2.2) Fiir alle a € I(A, F) gilt:

I(A,F,B,G,k)(a) = k(fa){(A, F,B,G,k)(a1),....I(A, F,B,G,k)(ar,)) fallsrg >0
I(A,F,B,G,k)(a) = k(a) sonst, also 7, =0

3)

Vorraussetzungen:

I(A, F) und I(B, Q) ist eindeutig lesbar.

Behauptung:

I(A, F,B,G, k) ist bijektiv.

Beweis:

1)

B1) Induktion iiber I(A, F, B,G, k)

B((a,b)) :& (a,b) € (A, F,B,G, k) = a€I(A,F)und b€ I(B,Q)
Induktionsanfang:

sei 0, (a,b) € R(A, F, B,G,k), also a € Fy und b = k(f) € Gy, also 0,a € R(A, F) und 0,b € R(B,G), also
a € I(R(A, F) und also b € I(R(B, Q)

Induktionsannahme:

fir alle Regeln (M, (a,b)) € R(A, F, B,G, k) und fiir alle m € M gilt B(m)
zeige B((a,b))

Dazu sei (a,b) € R(A, F,B,G, k)
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Dann existiert eine Regel mit {(a1,b1), ..., (ar,br)}, (a,b) € R(A, F,B,G,k) und (a;,b;) € I(A, F,B,G,k)
fiir alle 4 < r. Mit der Induktionsannahme gilt auflerdem fiir alle ¢ < r:

(ai,bi) € I(A,F,B,G,k) = a; € I(A,F) und b; € I(B,G)

Damit folgt fiir alle ¢ < r: a; € I(A, F) und b; € I(B,G)

Da nach Lemma 1 folgt:

({a1,a2},a) € R(A,F) und ({b1,b2},b) € R(B,G), folgt also:

a€I(A,F)und b€ I(B,G)

2)
2.1)

a)

Induktion tber I(A, F))

B(a) : & a € I(A,F) = es existiert genau ein b € B mit (a,b) € I(A, F, B,G, k)

Induktionsanfang:

Sei (0,a) € R(A, F), also k(a) € Gy, also 0, (a,k(a)) € R(A, F, B,G, k), also (a,k(a)) € I(A, F, B,G, k)
Induktionsannahme:

fir alle Regeln (M, z) € R(A, F) mit M C I(A, F) und fiir alle m € M gilt B(m)

zeige: B(a)

Dazu sei a € I(A, F)). Da I(A, F)) lesbar gilt:

Fiir alle a € I(A, F) existiert genau eine Regel ({a1,...,a,},a) € R(A, F) mit genau einer Konstrukorfunk-
tion f € F mit genau jeweils den Argumenten aq,...,a, € A und aq,...,a, € I(A, F) mit a = f(aq, ..., a,)
Mit der Induktionsannahme gilt auflerdem fiir alle i < r (wegen a; € I(A, F)) :

es existiert genau ein b; € B mit (a;,b;) € I(A, F, B,G, k).

Da ({(a1,b1), ..., (ar,br)}, (f(a1,...,ar), k(f)(a1,...,a,))) € R(A, F, B,G, k) und

(ai,b;) € I(A, F, B,G, k) fur alle i <r, folgt:

((k(f)(at,...,ar),g(b1,....,b.)) € I(A, F, B,G, k)

b)

Zeige: Db(I(A,F,B,G)) =1(A, F)

” i 77:

sei a € Db(I(A, F,B,G), also existiert ein b mit (a,b) € I(A, F, B,G, k), also gilt nach 1) auch a € I(A, F)
7 ¢ 77:

Sei a € I(A, F)), dann existiert nach dem 1. Teil des Beweises (genau) ein b mit (a,b) € I(A, F, B,G, k),
also a € Db(I(A, F, B,G.k))

c)

Zeige: Wh(I(A, F, B,G.k)) = I(B, G)

” : 77:

sei b € Wb(I(A, F,B,G,k), also existiert ein a € A mit (a,b) € I(A, F,B,G,k), also gilt nach 1) auch
beI(B,G)

” ¢ 77:

Induktion tiber I(R(B, G))

B(a) :&be I(R(B,G)) = Jeina € Amit (a,b) € I(A, F,B,G, k)

Induktionsanfang:

Sei (0,b) € R(B,G), also k~1(b) € Fy, also ), (k~1(b),b) € R(A, F, B,G, k), also (k~1(b),b) € (A, F, B,G, k),
also b € Wb(I(A, F,B,G,k))

Induktionsannahme:

fur alle Regeln (M, x) € R(A, F) mit M C I(A, F) und fiir alle m € M gilt B(m)

zeige: B(a)

Dazu sei b € I(B, Q)

Dann existiert eine Regel mit ({b1,...,b,},b) € R(B,G) und fir alle ¢ < r gilt b; € I(B,G)
und es existiert ein g € G mit b = g(by, ..., b,)

Mit der Induktionsannahme gilt auflerdem fiir alle i < r (wegen b; € I(B, G)):

es existiert ein a; € A mit (a;,b;) € I[(A, F, B, G, k).

Da ({(a1,b1), ..., (ar,b-)}, (k= X(9)) (a1, ..., ar), g(b1, ..., b)) € R(A, F, B,G, k) und

(ai,b;) € I(A, F, B,G, k) fur alle i < r, folgt:
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(k=Y (9)(a1,...,ar),g(b1, ..., b)) € I(A, F, B, G, k)
2.2)
Da I(A, F) eindeutig lesbar, gilt:
Fall 1: r, > 0:
a= fu(ay,...,ar,), also:
({(alaI<A> F,B,G, k)(a1>)v s (araI(A7FvaGv k)(ara))}>
(fala,...;ar,), k(fa)I(A, F,B,G,k)(a1),I(A, F,B,G,k)(a,,)))) € R(A, F,B,G,k)
Da gilt:
(a1, I(A, F,B,G,k)(a
(fa(a17""a7“a)ak7(fa)(

1)) € I(A, F,B,G,k), ..., (ar,, [(A, F,B,G,k)(ar,)) € I(A, F, B,G, k), also:
(A, F,B,G,k)(a1),I(A, F,B,G,k)(a,,))) € I(A, F, B,G, k), also:

(a,k(fo)(I(A,F,B,G,k)(a1),I(A, F,B,G,k)(ar,))) € I(A, F,B,G, k), also:
I(A,F, B,G, k)(a) = k(£a)(I(A, F. B.G. F)(@)). . I(A, F. B.G. F)(ay,))
Fall 2: r, = O:

w)) € R(A, F,B,G, k), also:

also f, = a € Fy und deshalb k(f,) € Go, also (0, (fa, k(fa))
,G, k), also:

(fas k(fa)) € I(A, F, B,G, k), also: (a,k(a)) € I(A, F, B
I(A,F,B,G,k)(a) = k(a)

2.6 Beispiele induktiv definierter Mengen

2.6.1 Beispiel: ,einfachste Zahlenterme,,

Informal:
Ein Zahlenterm, der nur aus der 6ffnenden und der schliefenden Klammer, den Zahlen 3 und 5 und dem
Pluszeichen besteht, wie z.B: 3, 5, (3+5), (3-(5+3))

Formal:

OPs =1

OPy = {3,5}

OP, =10

OP, = {+}

OP .= 0PyUOPLUOP,

A:=({()}UOP)* (Menge von Zeichenfolgen)
R(AF) =
{(0, f3), (0, f5)} U{({a1, a2}, f+(a1,a2)) | a1 € A a2 € A} =
{(0,3),(0,5)} U{({a1, a2}, (a1 + a2)) | a1 € A a2 € A}

Anschaulich:
0

)
3)s
3), (

3
0

)

{a1, a2}

fiir jedes ay,a2 € A
(a1 + ag)

Mogliche Terme:
3

(((3+5) +5) + 5)
5
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2.6.2 Beispiel: ,,Zahlenterme,,

Informal:
Ein Zahlenterm, der nur aus der 6ffnenden und der schliefenden Klammer, den ganzen Zahlen, dem hoch-
zwei Zeichen, dem Pluszeichen und dem Minuszeichen besteht, wie z.B: 8, 20, (13415), (2-(8+11))

Der Funktionsgenerator (A, B, F, G, k) wird wie folgt festgelegt:

2.6.2.1 Regelmenge R(A, F)

OPs =10

OPy =7

OP; = {q} q steht fiir Quadratzahl
OP2 = {—|—, —}

OP . =0PyUOPLUOP,

A:=({()}UuOP)* (Menge von Zeichenfolgen)

R(AF) :=

{(0, fa) | a € OB} U{({a}, fe(a)) | @ € A} U{({a1, a2}, f+(a1,a2)) | a1 € A, a2 € A} U
{({al,ag},f,(al,ag)) | a] € A,(Iz S A}:

{(0,a) | a € OP}U{({a},q(a)) | a € A}y U{({a1,az2}, (a1 +az)) | a1 € A,ay € A} U
{({a1, a2}, (a1 —a2)) | a1 € A,az € A}

Anschaulich:
0
fiir jedes z € OF,

z
{a}

fur jedes ay,a2 € A
q(a)
{a1, a2}

fir jedes 171,75 € A
(a1 + a2)
{a1, a2}

fiir jedes a1,a2 € A
(a1 — a2)

Mogliche Terme:
(3-6)
((5+a(6))-(2+5))

2.6.2.2 Regelmenge R(B,G) bzgl. R(A, F)

Auswertung der Zahlenterme (informal):

Ein Zahlenterm aus dem vorigen Beispiel ,Zahlenterme, wie z.B. (749), 8, (3-4), usw. soll ausgewertet
werden.

Z.B. gibt die Auswertung von (749) den Wert 16.

Formal:

B =7

Go=7

G1 = {h2}

Go = {add, sub}
k: F — G mit:

k(f)=f firfeOPR (=G0=1)
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k(fy) = h2 h2 bedeutet hochzwei berechnen

k(f+) =add add bedeutet tibliche Addition zweier Zahlen
k(f-) = sub sub bedeutet tibliche Subtraktion zweier Zahlen
Damit ist die Regelmenge R(B,G) wie folgt festgelegt:

R(B,G) :=
{(@,2) | 2 € Go} U {({b}, f4(b) | b€ B} U {({b1,b2}, f+(b1,b2)) | b1 € B, by € B}
U {({bl,bg},ff(bl,bg)) | by € B,by € B}
Anschaulich:
0
fir jedes z € Gy
z

{2}

h2(2)(= =)

fiir jedes z € B

{21, 22}

fiir jedes 21,20 € B

(21 sub z2)

{z1, 20}

(21 add z3)

fiir jedes z1,20 € B

2.6.2.3 Regelmenge R(A, F, B,G, k)
Damit ist die Regelmenge R(A, F, B, G, k) wie folgt festgelegt:

: fir jedes z € Z)

: fir jedes (T,2) € Ax B

{(T1, 21), (T2, 22)}
: fur jedes (T, 21), (Te, 22) € A x B

((Tl + Tg), Z1 add 22)

{(T1, 21), (T2, 22) }
: fur jedes (T1,Zl), (TQ,ZQ) € Ax B

(Ty — T»), z1 sub z2)

Definiere:
ev:= R(A,F,B,G, k)‘ ev steht fir evaluieren
I(AF)

)

2.6.2.4 Behauptungen

(a1 + a2)) = add(ev(ay), ev(az))
(a1 — az)) = sub(ev(ay), I(R2)(az2))
q(a)) = h2(ev(a))

f)=ffir f € Fy

ev(
ev(
ev(
ev(

also, z.B:
ev((3+5)) = add(ev(3),ev(5)) = add(3,5) = 8

10



2 Induktive Definitionen

ev(q(8)) = h2(ev(8) = h2(8) = 64
ev(123) = 123

2.6.3 Beispiel: ,,Zahlenterme mit Division durch 0,,

Informal:
Zahlenterme wie oben, nur dass noch die Division dazukommt.

Der Funktionsgenerator (A, B, F, G, k) wird wie folgt festgelegt:

2.6.3.1 Regelmenge R(A, F')

OPs =)

OF) =R

OP; = {q} q steht fiir Quadratzahl
OP2 = {+7 R /}

OP .=0PyUOPLUOP,
A:=({()}UOP)* (Menge von Zeichenfolgen)

2.6.3.2 Regelmenge R(B,G) bzgl. R(A, F)

Auswertung der Zahlenterme (informal):

Auswertung der Zahlenterm wie im vorigen Beispiel und der Besonderheit, dass bei Division durch 0 dieser
das Sonderzeichen # zugewiesen wird. Dadurch kommt der Wert # ins Spiel. Mit diesem miissen deshalb
auch die anderen Rechenoperationen zurecht kommen kénnen.

Beispiel:

((3+(7/0)) —9) hat dier Auswertung #

Formal:

B :=RU{#}

Go =RU {#}

G1 = {h2}

G2 = {add, sub, div}
k: F — G mit:

k(f)y=f fir feOPF

k(fg) == h2(2), k(fy):=add, k(f-):=sub, k(f/):=div mit jeweils:

bekannte Quadratfunktion, =z # #

7, sonst

bekannte Addition, 2z # # undze # #

#, sonst '

bekannte Subtraktion, z; # # undze # #

#, sonst '

bekannte Division, z1 # # und 29 # # und z9 # 0
#, sonst '

h2: Go — Go, hQ(Z) = {
add: Gy x Gy — Gy, add(z1,z2) = {
sub: Gy x Gy — Go, sub(zx) = {

div: Go X Go — Go, diU(Zl,ZQ) = {
Damit ist die Regelmenge R(B, G) wie folgt festgelegt:

R(B,G) :=

{(0,2) | z€ Go} U{({b},h2(b)) | b€ B} U{({b1,b2},add(by,b2)) | b1 € B,bs € B}
U{({bl,bg},sub(bl,bg)) | b1 € B,by € B} U {({bl,bg},div(bl,bQ)) ‘ b1 € B,by € B}

Anschaulich:

0
fiir jedes z € Gy

11



2 Induktive Definitionen

{z}

fiir jedes z € B
h2(z)(= 22)
{71, 20}

fiir jedes z1,20 € B
(21 sub z2)
{21, 22}

fur jedes z1,20 € B
(21 add z3)
{21, 22}

fiir jedes 21,20 € B
(z1 div z9)

2.6.3.3 Regelmenge R(A, F,B,G,k)
Damit ist die Regelmenge R(A, F, B, G, k) wie folgt festgelegt:

0
: fiir jedes z € Z)
(2,2)
{(T,2)}
: fur jedes (T,2) € Ax B
(a(T),2%)

{(T1, 21), (T2, 22) }
: fur jedes (T1,21), (TQ,ZQ) € Ax B

((Tl + Tz), Z1 add 22)

{(T1,21), (T2, 22)}
: fiir jedes (T, 21), (T2, 22) € A x B

((Tl — Tg), Z1 sub ZQ)

{(T1, 21), (T2, 22) }
: fir jedes (11, 21), (T, 22) € A X Bund z1 # # und 29 # #

(Th/T3), z1 div z3)

{(T1, 21), (T2, 22)}
: fir jedes (11, 21), (Ts, 22) € A x B und z1 = # oder zo = #

(T1/T2), #)

Definiere:

ev:=R(A,F,B,G, k)‘I(A P

2.6.3.4 Behauptungen

ev((a1 + az)) = add(ev(ay), ev(az))
(a1 — a2)) = sub(ev(ay), I[(R2)(a2))

ev(

ev(q(a)) = h2(ev(a))
ev(f) = f fur f € F
also, z.B:

192
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3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

3.1 Satz 2

Voraussetzungen:
V1) (Al, F1, A2, F2, k12)) ist ein Funktionsgenerator mit I(A1,F1) und I(A2,F2) Termmengen (also eindeu-

B2 = F2y = [I(I(A2, F2))
K2(f) = f fir alle f € B2 = II(I(A2, F2))

subst™! o (k2(k12(fn))) o (su?)st‘Bl), n>0
subst™' o (k2(k12(fn))) (= fa), n=

)
)
V4) Bl = Fly = II(I(Al, F1))
)
)

V7) k11: F1 — G1, k11(f,) =

mit folgenden Abkiirzungen:

subst := I(Al,F1, A2, F2, k)‘I(Al 1) subst steht fiir Substitution

evl :=I(Al, F1,B1,G1, k)‘I(Al r1) evl steht fiir Evaluation (Auswertung, Interpretation) eines Terms

ev2 = I(A2, F2,B2,G2, k)’[(AQ r2) ev2 steht fiir Evaluation (Auswertung, Interpretation) eines Terms

n
subst := subst, ..., subst
wobei n - n}al subst vorkommt und n die Stellenzahl von f ist.
suTlL)st 1= subst
subst’ = subst’ S ey subst‘
Bl B1 Bl

n n
Falls es im Kontext klar ist, kann man auch statt subst| einfach nur subst schreiben.
Bl

Behauptungen:

1)

subst: I(Al, F1) — I(A2,F2) ist eine bijektive Funktion
(also B1 = subst™(B2))

evl: I(Al,F1) — II(I(A1l, F1)) ist eine Funktion

ev2: (A2, F2) — II(I(A2,F2)) ist eine Funktion

2)
Fiir alle T € I(A, F) gilt:
subst(evl(T)) = ev2(subst(T))

]g)eweis:

T ist eine Abkiirzung fir 771, ..., T,

)

a) I(A1,F1) und I(A2,F2) sind eindeutig lesbar. Dann folgt Behauptung mit Satz 1.
b) I(A1,F1) ist eindeutig lesbar. Dann folgt Behauptung mit Satz 1.

c) I(A2,F2) ist eindeutig lesbar. Dann folgt Behauptung mit Satz 1.

2)
a)
Wenn h,, := subst~! o (k2(k12(f,))) o (subst’Bl) und n > 0, dann gilt: h,(B1") C Bl

Unterbeweis:

14



3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

(suTlL)st‘Bl) : B1" — B2"
subst : Bl — B2
subst 1.B2 - Bl
(subst) € Abb(B1"™, B2™)
b)
cI(AL F1)™ — I(A1, F1)
k12 (I(A1,F1)" —» I(A1,F1)) — (I(A2,F2)" — [(A2,F2))
k2:(I(A2, F2)" — [(A2,F2)) — B2"— B2, also:
c
)
(k2(k12(f,))) € B2" — B2 und

(k2(k12(fn))) o (su%st‘Bl) € B1" — B2 und
subst™' o (k2(K12(f,))) o (su%st\m) € B1" - Bl

3)
(Induktion tiber I(A, F))

B(a) & T e I(AF) = subst(evl(T)) = ev2(subst(T))
Induktionsanfang:

Sei (0,T) € R(A, F), also ev1(T) = k(T) =T, also:
subst(evl(T)) = subst(T)

ev2(subst(T)) = subst(T) , da subst(T) = k3(T) € G3p = B2

Induktionsannahme:
fir alle Regeln (M, z) € Rp; mit M C I(R(A, F)1) und fiir alle m € M gilt B(m)
zeige: B(T)
Dazu sei T' € I(Rp1)
Dann existiert genau eine Regel und genau ein f mit ({T1,...,7,.},T) € Rpy und T = f(T1,...,T,) und fir
alle i <rgilt T; € I(A, F)
Mit der Induktionsannahme gilt aulerdem fiir alle 7 < r:
subst(evl(T;)) = ev2(subst(T;))
Zeige: subst(evl(T)) = ev2(subst(T))
subst(evl(T ))
subst(evl(f ( )) —  da nach Satz 1 ein f und T existiert mit a = f(%)
((

n

(E11(f))(evl(T)) ) =
subst( (subst™! o (k2(k12(fn))) o (Subst))(evT(T)) ) =
(k2(R12(F) o subst) (ev1(T) ) =
(k2(k12(fn)))(subst(evl(T))) =

andererseits gilt:
ev2(subst(fo(T))) =
er((le(fn))(subst(g)))
(k2(k12(fn)))(ev2(subst(T))) =

Da mit der Induktionsannahme fiir alle ¢ < n gilt:
subst(evl(T;)) = ev2(subst(T;))
folgt die Behauptung.

subst

3.2 Skizze

Termmenge I(A1,F1) LN Termmenge 1(A2,F2)
1 i
I I
1 k11 1 k2
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3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)
) !
1 +

Atome II(I(A1, F'1)) Atome II(T'M?2) von II(1(A2, F'2))

K11(f) = subst o k2(K12(f)) o (subst)
wobei n die Stellenzahl von f ist.

3.3 Satz 3

Voraussetzungen:
wie in Satz 2

Behauptung:
Fiir alle 71,75 € TM1 gilt:
evl(Th) = evl(Tz) < ev2(subst(11)) = ev2(subst(Tz))

Beweis:

Mit Satz 2 folgt:

ev2(subst(T1)) = ev2(subst(Ty)) < subst(evl(T1)) = subst(evl(T3))
Es gilt aber:

subst(evl1(Ty)) = subst(evl(Tr)) < evl(Th)) = evl(T?))

16



3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

3.4 Beispiel zu Satz 3: Dualzahlen - Dezimalzahlen

(A1, F1, A2, F2,k12) ist ein Funktionsgenerator, wobei I(A1,F1) und I(A2,F2) eindeutig lesbar und Term-
mengen sind.

(A1, F1,B1,G1,k11)) ist ein Funktionsgenerator.

(A2, F2, B2,G2,k2)) ist ein Funktionsgenerator.

mit den dazugehorigen Eigenschaften:

1) Definition von Al und F1:

OPs =10

OP,y = Menge aller Dualzahlen (=Binérzahlen)
OP, =1

OPy = {+2,%2}

OP =0PyUOPLUOP,

Flg=0PF,

Flo ={f4s, fur}
Al:= ({()}UOP)* (Menge von Zeichenfolgen)

Damit ist die Regelmenge R(A1, F'1) wie folgt festgelegt:
0

: fiir jedes z € OF,
z

{BT}, BT,}
: flir jedes BTy, BTy € Al

(BTl +2 BTQ)

{BT}, BT,}
: flir jedes BT, BT» € Al

(BT 2 BT»)

2) Definition von A2 und F2:

OPs =10

OPy = Menge aller Dezimalzahlen
orP, =0

OP2 = {—i—, *}

OP =0PyUOPLUOP,
F20=0PF,

F2y = {f+1ovf*10}
A2:= ({()}UOP)* (Menge von Zeichenfolgen)

Damit ist die Regelmenge R(A2, F'2) wie folgt festgelegt:
0

: flir jedes z € OF,
z

{DTy, DT>}

: fur jedes DTy, DT € A2
(DT 410 DT3)

{DT, DT>}
: fur jedes DTy, DT> € A2

(DTl *10 DTQ)

3) Definition von B1 und G1:
B1 =TI(I(Al, F1)) = Menge aller Primterme von I(A1,F1) = Menge aller Binédrzahlen

17



3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

E11(f) = f furalle f € F1j
k11(f12) = addy  fir alle f € Flo
k‘ll(f*g) = muly fiir alle f € Fls
Damit ist die Regelmenge R(B1,G1) wie folgt festgelegt:
0
: fiir jedes z € Bl
z

{b1,b2}
: fiir jedes by1,by € Bl

(bl add2 b2)

{b1, b2}
: flr jedes by, b0 € Bl

(bl mulg bg)

4) Definition von B2 und G2:
B2 =1I(I1(A2, F'2)) = Menge aller Primterme von I(A2,F2) = Menge aller Dezimalzahlen > 0
k2(f) = f firalle f € F2
k2(f+) = addig  fir alle f € F29
k2(f.) = mulyy  fir alle f € F25  wobei
addip und mulyy die bekannte Addition bzw. Multiplikation von Dezimalzahlen bedeutet.
Damit ist die Regelmenge R(B2,G2) wie folgt festgelegt:
0
: fiir jedes z € B2
z

{d1,do}

: flr jedes dy,ds € B2
(dl add10 d2)

{d17d2}
: flir jedes dy,ds € B2

(dl mulm dz)

K11(f,) = subst— o (k2(k12(fn))) o (subst)
wobei n die Stellenzahl von f,, ist.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt.

Dann gilt z.B:

601(((1012 “+9 102) *9 (1002 + 112))) = 61)1((10012 +2 102)) gdw
ev2(subst((101g 42 102) *9 (1002 + 119))) = ev2(subst(1001 42 115)) gdw
(5 addm 2) *10 (4 add10 3) =9 addm 3 gdw

49 =12
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3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

3.5 Beispiel zu Satz 3: Matrizen - Lineare Abbildungen

(A1, F1, A2, F2,k12) ist ein Funktionsgenerator, wobei I(A1,F1) und I(A2,F2) eindeutig lesbar und Term-
mengen sind.

(A1, F1,B1,G1,k11)) ist ein Funktionsgenerator.

(A2, F2, B2,G2,k2)) ist ein Funktionsgenerator.

mit den dazugehorigen Eigenschaften:

3.5.1 Definition von Al und F1

OPs :={on}

(K, , [-]) ist ein mathematischer Korper.
KT ist die zugehorige Termenge.

Mat(K) := U, meny Mat(n,m,K)

OPy = Mat(K) U {#}

OP, = {ip} Inverse

OPy = {4+, *um}

OP =0FPyUOPLUOP,

Also gilt:
Al :=({(,)}UOPUOPs UKT)* (Menge von Zeichenfolgen)
Fly=0F,

Fli ={fiy,} U {futy : Al = AL | fir,, (a) = (kt ©pr a) und kt € KT, a € Al}
Flo = {40 foar}

Damit ist die Regelmenge R(A1l, F'1) wie folgt festgelegt:

0
fir jedes M € Flg
M
{MT}
fur jedes MT € Al
i(MT)
{MT,, MT»}

fur jedes MTy, MT, € Al

(MTl + M MTQ)

{MTy, MT5}
fir jedes MTy, MT, € Al

(MTl XN MTQ)

{MT}
fiir jedes MT € Al und jedes kt € KT

Jrt (MT)

3.5.2 Definition von A2 und F2

OPg = {@L}

(K, , [-]) ist der gleiche mathematischer Kérper wie oben.
KT ist die zugehorige Termenge.

Lin(K) := U, men Lin(K", K™)

OPy = Lin(K) U {#}

OP, ={ir} Inverse

OPy = {+r,*1,0L}

OP =0PyUOPLUOPR,

Also gilt:

A2 :=({(,)}UOPUOPs UKT)* (Menge von Zeichenfolgen)
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3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

F20=0PF,
F2u={fi,} U {fir, : A2 = A2] fiz, (a) = (kt ©f a) und kt € KT,a € A2}
F22:{f+L’f*L}

k12(f1am) = f4p
K12(finr) := Jer
K12(frty) := Sty

Damit ist die Regelmenge R(A2, F2) wie folgt festgelegt:

0
fiir jedes I € I Py
l
{LT}
fiir jedes LT € A2
ir(LT)
{LTy, LTy}

fir jedes LTy, LTy € A2

(LTl +r LTQ)

{LTy, LT»}
fur jedes LTy, LTy € A2

(LTl X7, LTQ)

{LT}
fiir jedes LT € A2 und jedes kt € KT

fktL (LT)

3.5.3 Definition von B2 und G2

B2 =1I(I(A2, F2)) = Menge aller Primterme von [(A2,F2) = Lin(K) := U, nen Lin(K", K™) U {#}
k2(f) = f firalle f € F2y

k2(ir) = invg,

k2(fyr) = addp,

kQ(f*L) - mulL

k2(fre,) = smuly,

wobei:

invy, und addy, und muly, die bekannte Umkehrabbildung, Addition bzw. Multiplikation von linearen Ab-
bildungen bedeutet:

UA, [ # # und Umkehrabbildung von | existiert

#, sonst
wobei UA die bekannte Umkehrabbildung von linearen Abbildungen bedeutet.

invy,: By x By — By, invp(l) =

BA, [; # # undly # # und Abbildungen passen zusammen

#,  sonst
wobei BA die bekannte Addition von linearen Abbildungen bedeutet.

addL: BQ X Bg — BQ, addL(ll,lg) = {

BM, [y # # undly # # und Abbildungen passen zusammen

#, sonst
wobei BM die bekannte Multiplikation von linearen Abbildungen bedeutet.

mulL: Bz X BQ — BQ, mulL(ll,lg) = {

BSL, [# # und 1 ist eine lineare Abbildung

7, sonst
wobei BSL die bekannte Skalarmultiplikation eines Elements eines Korpers

smuly, : Ba — Ba, smuly, (1) = {
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3 Zusammenhang (erweiterter Isomorphismus)

(z.B. einer reellen Zahl) mit einer linearen Abbildungen bedeutet, wie z.B:

3O f
Damit ist die Regelmenge R(B2,G2) wie folgt festgelegt:
0
: fiir jedes | € B2

l
{1}

: flir jedes I € B2
invr,(1)
{l, 12}

: fur jedes 1,15 € B2
(ll addL lg)
{lla l2}

: flr jedes 1,15 € B2

(ll mulL lg)

Ui

: fiir jedes | € B2 und jedes kt € KT
smulg, (1)

3.5.4 Definition von Bl und G1

B1 =TI(I(Al, F1)) = Menge aller Primterme von I[(A1,F1) = Mat(K) := U,, meny Mat(n,m, K) U {#}
KINf) = f fiir alle f € Flo

kll(fiM) = z'm)M

kll(f+M) = addy

E11(fs,,) = mulp

E11(frt,, ) = smuly,,

Damit ist die Regelmenge R(B1,G1) wie folgt festgelegt:

0
: fiir jedes M € B1

M
{M}

: fiir jedes M € B1
invpyr (M)
{ My, M}

: flir jedes by, b0 € B1
M1 CdeM M2
{ M, Ma}

: fur jedes My, Ms € B1
M1 mulM M2
{M}

: flir jedes M € B1 und jedes kt € KT
smuly,, (M)
mit:
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subst™! o (k2(k12(fn))) o (su%st),
subst™ o (k2(k12(fn))),

k11: Al — B1, k11(f,)

also konkret: { .
addyy = k11(fy,,) = subst=! o k2(k12(f+,,) o (subst) =
subst™ o k2(fy,) o (suTlL)st) =

subst™! o addy, o (su%st)

mulyy = k11(fx,,) := subst™! o k2(k12(*ps)) o (su?)st) =
subst™! o k2(f.,) o (su%st) =

subst™! o muly, o (su%st)

invy = k11(fi,,) := subst ™! 0 k2(k12(ips)) o subst =
subst Lo k2(f;,) o (su%st) =

subst™1 o invy, o subst

smulge,, = k11(smulgy,,) = subst ™1 0 k2(k12(frr,,)) © subst =

subst™t o k2(fgt, ) o subst =
subst™! o smuly, o subst

3.5.5 Skizze

Termmenge I(A1,F1) aus Matrizen
Sines Fars Fears it

1

1

1 k11

1

i

inuar, addyg, mulpg, smulyg,,
Atome II(I(Al, F1))

K11(f) = subst™ o k2(K12(f)) o (subst)

wobel n die Stellenzahl von f ist.

3.56.6 Anwendung von Satz 3

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfillt.

n >0

nzO'

Termmenge aus lin. Abb I(A2,F2)
fiL7f+L7f*L7fktL

k2

e

v, addr,, mulr, smuly,
Atome II(T'M2) von II(1(A2, F2))

Beispiell:
O NP R
er(subst((((l; g]%—M[; g Z])*Ml? g g])))—ew(subst(([; ?])) gdw
ev2<<<<[; 3] +M[; ’ ﬂ w[f ; 2] >>=ev2<<[§ ‘;])Lgdw
L L L

1 6
= o 7L
Beispiel2:
evl(((Sﬂ@M([é i +um ? 21»):

1 2 5 6

Sm“l(zan(e”l((l 3 4 ] i l 78 ])» -
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l |6 8] -
TG 10 12 |77

60 80
100 120
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