1 Ein Beweis des Halteproblems (Absturzproblem)

1.1 Definitionen und Bezeichnungen 

1) Ein mögliches Programm (eventuell mit Eingabe) besteht aus einer Nullen/Einsenfolge des Programms und einer Nullen/Einsenfolge der Eingabe. 

Ein tatsächliches Programm besteht genauso aus einer Nullen/Einsenfolge und kann von der CPU ausgeführt werden (weil die Nullen und Einsen als Maschinenbefehle interpretiert werden).

2) Wir beschränken und zuerst auf Programme, die keine Eingabe besitzen.

Das ist keine Beschränkung der Allgemeinheit (siehe unten).

3) Die Länge eines Programms P ist anschaulich die Größe der ausführbaren exe-Datei und wird mit | P | bezeichnet

4) Es wird eine CPU vorausgesetzt, die unendlich viel Speicher ansprechen kann. 

5) Eine positive Zahl n, die man als Dualzahl abspeichert braucht 

trunc(log2 n) + 1 Speicherplatz

1.2 Frage

Kann man erkennen, ob ein Programm abstürzt (d.h. eine Endlosschleife besitzt), indem man das Programm laufen lässt?

Antwort:

Nein, da man selbst nach 1 000 000 Jahren Laufzeit nicht entscheiden kann, ob das Programm eine Sekunde später doch anhält.

1.3 Frage

Zählen Sie die möglichen Programme mit maximaler Länge 10 auf.

Wie viele gibt es ?

Antwort:
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Es gibt 211 - 2 Programme (allgemein: 2n+1-2)

Satz

Es gibt keinen allgemeinen Algorithmus, der Turings Halteproblem löst. Das bedeutet: Es gibt keinen Algorithmus, mit dem man für jedes beliebig vorgegebene Programm R und für jede beliebig vorgegebene Eingabe E entscheiden kann, ob das Programm R für dieses E anhält oder nicht (d.h. sich in einer Endlosschleife befindet). 


1.3.1 Beweis (indirekt)

D.h. Wir nehmen folgendes an:

1.3.1.1 Annahme

Es gibt einen Algorithmus (genannt Halt-Algorithmus), mit dem man für jedes mögliche Programm, d.h. beliebig vorgegebene Kombination D von Nullen und Einsen (also Dualzahl) entscheiden kann, ob   

1) D tatsächlich ein Programm ist und wenn D ein Programm ist, ob

2) das Programm D anhält oder nicht (d.h. sich in einer Endlosschleife befindet). 

Anschaulich:




Wir basteln mehrere Programme X_1, X_2, X_3, ...

Wir nehmen eines davon raus und bezeichnen es als X_n   
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Damit haben wir einen Algorithmus X_n gebastelt.

Folgerung F1

X_n  muss anhalten.

"Beweis":

Wir überlegen uns, ob das Programm X_n in eine Endlosschleife kommen kann und damit nicht anhält:

1) Bei Durchjagen der 2n+1-2 Programme durch den Halt-Algorithmus kann keine Endlosschleife auftreten, da der Halt-Algorithmus anhält.

2) Kann eines der Programme aus Datei1, die ja alle hintereinander gestartet wurden, eines davon in eine Endlosschleife kommen?

Nein, alle diese Programm halten ja (dies wurde vorausgesetzt) an.

1.3.1.2 Bemerkung

X_n hat keine Eingabe !!

1.3.1.3 Frage

Gilt | X_n | <= n

1.3.1.4 Annahme

Es gilt: | X_n | <= n

Da | X_n | <= n gilt, muss sich das Programm X_n unter den Programmen befinden, die durch den Halt-Algorithmus gejagt werden. Für n = 10 könnte das Programm X_n z.B. wie folgt sein:

X_n = 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
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Die Datei2 hat nach dieser Konstruktion mindestens die Länge b+2 (die 2 kommt daher, weil die Zeichenkette MS 2 Byte benötigt).

Dies ist ein Widerspruch zur Aussage, dass die Datei2 die Länge b hat.

Also ist die Annahme: Gilt | X_n | <= n falsch!

Damit gilt: | X_n | > n

1.3.1.5 Bemerkung

Es gibt noch eine andere Möglichkeit einen Widerspruch zu konstruieren.

1) Da | X_n | <= n gilt, muss sich das Programm X_n unter den Programmen befinden, die durch den Halt-Algorithmus gejagt werden. 

2) Jage u.a. also auch X_n durch den Halt-Algorithmus und speichere damit auch X_n (das ja - siehe oben - anhält in der Datei1 ab).

3) Starte u.a. das Programm X_n.

4) Da | X_n | <= n gilt, muss sich das Programm X_n unter den Programmen befinden, die durch den Halt-Algorithmus gejagt werden. 

Wir kommen in eine ENDLOS-Schleife.

Also hält X_n nicht an. Dies ist ein Widerspruch zu Folgerung F1. 

Also ist die Annahme: | X_n | <= n falsch!

Ende der Bemerkung!

1.3.1.6 Weiter mit dem Beweis

Wir haben also gezeigt, dass gilt:

| X_n | > n

und damit:

n < | X_n |

Im Programm X_n ist die Zahl n abgespeichert, und der Programmcode des Halt-Algorithmus, der z.B. so aussehen kann:

...

i=0;

do{

  Jage i durch den Halt-Algorithmus

  if(i ist Program und hält an)

    speichere Programm i in Datei1 

  i=i+1;  

while(Länge von i <= n);

while (Dateiende von Datei1 nicht erreicht){

  Hole nächstes Programm P aus Datei1;

  Starte dieses Programm P;

  Speichere Ausgabe von P in Datei2

}

Füge "MS" ans Ende von Datei2

...

Der Programmcode ist eine Konstante (man braucht z.B. nur eine begrenzte Menge Papier um diesen schriftlich zu notieren). Allerdings benötigt das Notieren der Zahl n (als Dualzahl) eine nicht konstanten Speicherplatz (siehe oben).

Damit gilt nun:

| X_n | = trunc(log2(n)) + 1 + Konstante

also:

n < | X_n | = trunc(log2(n)) + 1 + Konstante

also:

n <  trunc(log2(n)) + 1 + Konstante

also:

n < log2(n) + 1 + Konstante

also:

n < log2(n) + neue_Konstante

also:

n - log2(n) < neue_Konstante

Da die Differenz n - log2(n) mit größer werdendem n immer größer wird, wird diese Differenz ab einem bestimmten n größer als die neue_Konstante.

Damit haben wir einen Widerspruch.

Also ist die Voraussetzung "Es gibt einen Halt-Algorithmus ..." falsch.

1.3.2 Warum keine Beschränkung der Allgemeinheit

Angenommen man hat die Aussage R bewiesen:
"Es gibt keinen Algorithmus (d.h. Programm), der für alle Programme, die keine Eingaben haben, feststellt, ob diese eine Endlosschleife besitzen.

Dann folgert man daraus sofort die Aussage S (d.h. man zeigt R->S):


"Es gibt keinen Algorithmus (d.h. Programm), der für alle Programme, (auch solche die Eingaben haben), feststellt, ob diese eine Endlosschleife besitzen."

1.3.2.1 Beweis 

(indirekt, d.h. man zeigt: nicht S -> nicht R). 


Es gelte:
"Es gibt einen Algorithmus (ich nenne ihn X), der für alle Programme, (auch solche die Eingaben haben), feststellt, ob diese eine Endlosschleife besitzen."

Nehme diesen Algorithmus X und schränke ihn auf Programme ein (wende
ihn nur für Programme an), die keine Eingaben besitzen.
Dann gibt es einen Algorithmus (nämlich X), der für alle Programme, die keine Eingaben haben feststellt, ob diese eine Endlosschleife besitzen.

Damit hat man folgendes gezeigt:


Um die Aussage
"Es gibt keinen Algorithmus (d.h. Programm), der für alle Programme, (auch solche die Eingaben haben), feststellt, ob diese eine Endlosschleife besitzen."


zu zeigen, genügt es die folgende Aussage zu zeigen:


"Es gibt keinen Algorithmus (d.h. Programm), der für alle Programme, die keine Eingaben haben, feststellt, ob diese eine Endlosschleife besitzen."

 

Ein anderer Beweis des Halteproblems

1.4 Annahme

Es gibt einen Algorithmus (genannt Halt-Algorithmus), mit dem man für jedes mögliche Programm, d.h. beliebig vorgegebene Kombination D von Nullen und Einsen (also Dualzahl) entscheiden kann, ob   

1) D tatsächlich ein Programm ist und wenn D ein Programm ist, ob

2) das Programm D anhält oder nicht (d.h. sich in einer Endlosschleife befindet). 

1.5 Basteln des Algorithmus M

Dann kann man folgenden Algorithmus M basteln:

Der Algorithmus M bekommt als Eingabewert einen Algorithmus A zusammen mit einem dafür definierten Eingabewert x überwiesen. 
Der Algorithmus M soll den Ausgabewert "true" liefern, falls A mit zugewiesenem x terminiert. Falls A nicht terminiert, soll der Ausgabewert von A "false" sein. 
Dieser Algorithmus lässt sich durch Pseudocode veranschaulichen:

Pseudocode:

M(A,x){

  if (A(x) terminiert

    return true;

  else

    return false

}

1.6 Basteln des Algorithmus M'

Es lässt sich nun ein Algorithmus M'(A) formulieren, der als Eingabe einen Algorithmus A erhält und dann  M auf der Eingabe (A,A) laufen lässt. Falls 
M true ausgibt, soll M' in eine Endlosschleife gehen (nicht terminieren), und halten (terminieren) wenn M false ausgibt. 
Auch dieser Algorithmus lässt sich durch Pseudocode veranschaulichen:

Pseudocode:

M'(A){

  if (M(A,A)==true)

    while(true); // Endlsoschleife

  else

    return; //Stop

}

Basteln des Widerspruchs

M' terminiert dann, wenn A mit sich selbst als Eingabe nicht terminiert, bzw. M' terminiert nicht, wenn A mit sich selbst als Eingabe terminiert. 

Nun geben wir M' sich selbst als Eingabe über. Dann terminiert M' genau dann, wenn M' nicht terminiert. Dies ist ein Widerspruch.
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1) Jage für ein beliebiges n (z.B. 10) alle möglichen Programme P (also 2n+1-2 Programme) mit maximaler Länge n (also | P |<=n) durch den Halt-Algorithmus und ...





speichere die tatsächlichen Programme, die dazu auch noch anhalten hintereinander in der Datei1 ab.
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2) Starte diese anhaltenden Programme der Datei1 hintereinander und speichere die Ausgaben dieser Programme in der Datei2.
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3) Füge am Dateiende von Datei2 die Zeichenkette MS an (MS als Abkürzung für Mein Schrott)
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Jage u.a. also auch X_n durch den 
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speichere damit auch X_n (das laut Folgerung F1 anhält) in der Datei1 ab.
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2) Starte u.a. dieses anhaltende Programm X_n der Datei1 und speichere u.a. seine Ausgabe in der Datei2.





Datei2 oder anders dargestellt:





3) Füge am Dateiende von Datei2 die Zeichenkette MS an (MS als Abkürzung für Mein Schrott)
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